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RESUMO

Este trabalho descreve matematicamente escoamentos de fluidos newtonianos contendo contaminantes
ndo reagentes através de meios porosos rigidos e homogéneos, modelados usando uma abordagem de
Teoria de Misturas. O objetivo principal consiste na simulagcdo do escoamento através de um meio
poroso, associado ao movimento de contaminantes no interior deste. Para tal simulacdo sera
considerado um meio poroso infinito que, inicialmente, contém um fluido com uma dada distribui¢cao
de densidades e de velocidades e um elemento contaminante com uma dada concentracao. A simulagao
apresentada mostra como se d4 o movimento do fluido e do contaminante no interior do meio poroso,
a partir de uma dada condi¢do inicial. O problema matematico a ser resolvido, em geral, ndo admite
solucdo continua, impondo a presenca de ondas de choque para a representagao completa do fenomeno.
A partir de uma condigao inicial na forma de degrau, a solucdo exata ¢ apresentada contemplando todas
as possibilidades.

Palavras-chave: Meio Poroso. Problema de Riemann. Transporte de Contaminantes. Solu¢do Exata.

ABSTRACT

This work presents a mathematical description of the flow of Newtonian fluids containing non-reactive
pollutants through rigid and homogeneous porous media, modeled using a Mixture Theory approach.
The main objective is to simulate the flow through a porous medium, associated with the movement
of pollutants within it. For this simulation, an infinite porous medium will be considered, initially
containing a fluid with a given density and velocity distribution and a pollutant element with a given
concentration. The simulation presented illustrates how the fluid and the pollutant move within the
porous medium, starting from a given initial data. The mathematical problem to be solved, in general,
does not admit a continuous solution, presenting shock waves for the complete representation of the
phenomenon. Starting from a step function as the initial condition, the exact solution is presented,
encompassing all possibilities.

Keywords: Porous Medium. Riemann Problem. Pollutant Transport. Exact Solution.
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RESUMEN

Este trabajo describe matematicamente el flujo de fluidos newtonianos que contienen contaminantes
no reactivos a través de medios porosos rigidos y homogéneos, modelados mediante un enfoque de
Teoria de Mezclas. El objetivo principal es simular el flujo a través de un medio poroso, asociado con
el movimiento de contaminantes en su interior. Para esta simulacion, se considerara un medio poroso
infinito, que inicialmente contiene un fluido con una densidad y distribucion de velocidad dadas, y un
contaminante con una concentracion dada. La simulacidén presentada muestra como el fluido y el
contaminante se mueven dentro del medio poroso, partiendo de una condiciéon inicial dada. El
problema matematico a resolver, en general, no admite una solucion continua, requiriendo la presencia
de ondas de choque para la representacion completa del fendmeno. Partiendo de una condicion inicial
en forma de escaldn, se presenta la solucion exacta, abarcando todas las posibilidades.

Palabras clave: Medio Poroso. Problema de Riemann. Transporte de Contaminantes. Solucion Exacta.
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1 INTRODUCAO

Os fendmenos de transporte em meios porosos apresentam diversas aplicacdes, algumas das
quais com relevantes impactos ambientais, como o sequestro de didéxido de carbono, a penetragdo de
produtos quimicos que contaminam o solo, ou a eliminacao de residuos radioativos. Entre as aplicagdes
significativas na area de petréleo e gas estao a simulagao de escoamento de reservatdrios de petroleo,
a recuperacdo avancada de petroleo e a producdo de gas natural, por exemplo. Outra aplicacio
relevante sdo os escoamentos de aguas. Essencialmente, o estudo dos escoamentos de aguas
subterraneas ¢ essencial para o desenvolvimento e gestao dos recursos hidricos.

Além disso, os escoamentos através de meios porosos sao aplicados a secagem, filtragdo,
gerenciamento de energia geotérmica, drenagem de terras agricolas, coleta de energia geotérmica,
coletores de energia solar e transferéncia de massa através de membranas, para citar algumas das
inameras aplicacdes (Bear, 1972; Scheidegger, 1974; Whitaker, 1969).

A Teoria de Misturas, empregada no presente trabalho, considera sempre uma descricdo
macroscopica dos constituintes continuos superpostos da mistura (cada ponto da mistura ocupado,
simultaneamente, por todos os constituintes da mistura) com uma aparente independéncia
termomecanica. As leis de conservagdo sdo propostas para todos os constituintes com termos de fonte
adicionais para levar em conta a interagdo entre os constituintes (e considerar a aparente independéncia
termomecanica dos constituintes) e para a mistura como um todo (Atkin e Craine, 1976; Bowen, 1982;
Bedford e Drumbheller, 1983; Rajagopal e Tao, 1995). O modelo mecanico requer equacdes
constitutivas propostas através de um procedimento sistematico, satisfazendo sempre o principio da
objetividade e a segunda lei da termodinamica (ver: Coleman e Noll, 1963; Costa Mattos et al., 1995).

Este trabalho tem como foco o estudo de um escoamento de um fluido, contendo contaminantes
em suspensao, através de uma matriz porosa insaturada, descrito a luz da Teoria Continua de Misturas.
A simulacdo do sistema hiperbolico ndo linear que resulta do modelo mecénico ¢ realizada sob a
hipdtese de meio infinito e sob condigdes iniciais em forma de degrau, de tal maneira que o problema
matematico resultante € um Problema de Riemann (Smoler, 1983), cuja solugdo ¢ obtida de forma
exata. Esta metodologia de simulagdo ndo ¢ usual, uma vez que admite ondas de choque
(descontinuidades). Este tipo de descrigao tem sido empregada em diversos problemas de Engenharia,
dentre os quais estd o estudo do comportamento da pressdo em tubos preenchidos por liquidos (Freitas

Rachid et al., 1994).

2 0 MODELO MATEMATICO
Partindo de uma descri¢ao a luz da Teoria Continua de Misturas, vamos considerar uma mistura

continua composta por n, +3 constituintes. O primeiro, representando 0 meio poroso, ndo terd suas

equagoes de conservacao abordadas, uma vez que o meio poroso € suposto rigido e em repouso. O
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segundo representa um gas inerte com baixissima densidade, considerado apenas para prover a mistura
de alguma compressibilidade. Suas equagdes de conservagdo também ndo serdo tratadas, como
consequéncia da hipdtese de baixissima densidade. O terceiro constituinte representa um liquido que
escoa através do meio poroso. Sob o ponto de vista da Mecanica do Continuo Classica, esse liquido
sera suposto incompressivel.

Além dos trés constituintes anteriormente citados, vamos admitir a existéncia de mais n,

constituintes, cada um deles representando algum tipo de elemento em suspensdo na mistura (por
exemplo, contaminantes), todos eles presentes com pequena concentragdo, de tal forma que
dispensaremos a andlise das equacgdes da quantidade de movimento para os contaminantes, nos
restringindo apenas a equagdo de conservagdo de massa para cada um destes constituintes presentes
com pequena concentragao.

Quando se consideram constituintes com pequenas concentragdes € possivel admitir que suas
velocidades sejam aproximadamente iguais a velocidade do liquido principal, a qual sera
aproximadamente igual a velocidade da mistura.

Considerando que a massa do fluido principal (um liquido) se conserva temos que:

d
<[ par=o (1)

Q

t

onde p, ¢ a densidade do constituinte fluido na mistura e €2, ¢ a regido espacial ocupada no instante

de tempo ¢.

A densidade de um constituinte na mistura € uma razdo local entre a massa deste constituinte e
o volume da mistura. Assim, ao integrar a densidade de um constituinte na mistura sobre um dado
volume de mistura, teremos a massa deste constituinte contida no referido volume.

Voltando a equagao (1), podemos usar o Teorema do Transporte de Reynolds para escrever:

op,
I{%+div(pfvf)}dV=0 )

Q

t

onde v, € a velocidade do constituinte que representa o liquido principal. Levando em conta que €2,

¢ uma regido arbitraria no espaco, a equagao (2) permite concluir que:

0
%eriv(pfvf):o €)
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Neste ponto sdo definidos alguns conceitos usuais em escoamentos em meios porosos. A

porosidade ( &) de uma matriz porosa, assim como a densidade massica do fluido ( o, ) sdo medidas
sob um ponto de vista (classico) de Mecénica do Continuo. Como p, € a densidade do constituinte

fluido na mistura, a fra¢ao de fluido ¢ definida como a razao

e,
p=LL 4)
Pr

A saturacdo y ¢ a razdo entre a fracdo de fluido ¢ e a porosidade & do meio poroso (medida

sob um ponto de vista de Mecanica do Continuo):

vt 5)
&

A defini¢do da concentracdo @, de um contaminante na mistura ¢ feita considerando a
densidade do fluido principal, visto como um meio continuo incompressivel, denotada por p, . Assim

sendo, podemos definir as concentragdes @, dos constituintes contaminantes como:

w =L (6)

sendo p, a densidade do constituinte i na mistura.

O balango de massa para os constituintes contaminantes ¢ dado por:

I{%+div(pivi)}dV:0 i=ln, (7)
2o

1

onde 7, representa o numero de constituintes contaminantes considerados. A forma local do balango

de massa ¢ obtida levando em conta que a equacdo (7) ¢ valida para qualquer volume arbitrario €,

logo o integrando tem que ser nulo:

(223

ry +div(pv,)=0 ()
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Suporemos que a quantidade de contaminantes na mistura ¢ tdo pequena que suas velocidades
podem ser aproximadas por v, que € a velocidade do constituinte que representa o liquido principal,
ouseja, v, =V,

A equagdo de balanco de massa para os contaminantes pode ser reescrita empregando a
defini¢do da concentragdo ®, e admitindo que os contaminantes se movem com a velocidade do

constituinte fluido, v, tem-se:

ow,
—L+diviwv,)=0 i=ln 9
~ +div(oy,) ) 9)
O balango de quantidade de movimento linear para o constituinte fluido da mistura que

representa o liquido (fluido Newtoniano incompressivel) ¢ dado por:

d
[ pv,av={(pb, +m)dV+ [ T, ndd (10)
dtQ Q oQ,

1 1

onde T, representa o tensor parcial de tensdes, b, a forga de corpo, ¢ m, a forga difusiva de interagdo,

todos atuando sobre o constituinte fluido.
Aplicando o teorema da divergéncia e levando em conta que a regido de integragdo € arbitraria,

ficamos com

ov )
oy [G_tf + (grad \ ) Vf} = dlva +m, + pfbf (11)

Williams (1978), fazendo uma analogia com o tensor tensdo de Cauchy, sup0s que o tensor
parcial de tensdes fosse proporcional a pressao e ao gradiente de velocidade — na verdade ao tensor de
taxa de deformacado — atuando sobre o constituinte fluido. Allen (1986) afirmou que as tensdes normais
eram dominantes em relacdo ao cisalhamento e as tragdes interfasicas na mistura. Isto levou a uma

hipotese simplificadora para a equagdo constitutiva do tensor parcial de tensdes T, do constituinte do

fluido, sendo esta dada por:

Tf:—ggozﬁl (12)

Novos termos de fonte sdo necessarios para levar em conta a interagdo termomecénica entre os

constituintes da mistura. Neste caso, existe uma fonte de momentum atuando sobre o constituinte
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fluido representado pelo termo m, devido a interagdo do constituinte fluido com os demais

constituintes da mistura, especialmente com o meio poroso. A fonte de momentum ¢ um termo que
tenta modelar o efeito das forgas capilares sob o ponto de vista da Teoria de Misturas, que considera o
fato dos escoamentos através de meios porosos insaturados dependerem fortemente da saturagao.
Suporemos entdao que o termo de fonte dependa do gradiente de saturagao (Williams, 1978; Saldanha

da Gama e Sampaio, 1987). Neste caso a equagdo constitutiva para o termo m , ¢ dada por

2
D
mfz—’K oV (13)

onde 4, ¢ a viscosidade do fluido e K ¢ a permeabilidade especifica da matriz porosa — todas as

variaveis medidas num contexto de Mecanica do Continuo. A quantidade D ¢ um coeficiente de
difusdo (Wang, 2000).

Substituindo as hipdteses constitutivas para a fonte de momentum e o tensor parcial de tensdes
no balanco de momentum linear, supondo que nao haja influéncia das for¢as de corpo (essencialmente
devidas a aceleragdo da gravidade) neste escoamento, tem-se o balango de momentum linear para o

constituinte fluido dado por:

ov, N p.ED
P, {a—t/+(va)vf}:—8V((o2p)— s

PV @ (14)
onde p ¢ uma constante e a pressdo pode ser convenientemente redefinida a partir da relacao

0 ( 22 yfgzD(pa¢; p
R & -|- = — 15
ox ((0 p) K ox Ox (15)

Supondo que todas as varidveis dependam apenas do tempo ¢ e da coordenada espacial x, com
u representando a componente x da velocidade, o sistema pode ser escrito, na forma unidimensional,

como.:

op O

9 9 (pu)=0

ot

0 0 2 .

5(¢u)+a((ou +p):O, com p=p(p) (16)
oo, 0

E+a(a)[u)=0, z:l,np
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onde ¢ = ¢y . Essa proporcionalidade permite substituir ¢ por y em (16).
E importante notar que neste trabalho as for¢as externas serdo apenas aquelas devidas a pressdo
e a interacao entre o fluido principal e 0 meio poroso. Nesse caso, a equagao diferencial que representa

a quantidade de movimento linear ¢ a segunda equacao do sistema (16) acima.

3 METODOLOGIA

O problema (16) sera escrito em termos da saturacdo y ao invés da fragdao de fluido ¢ . O
problema resultante ¢ um problema hiperbolico nao linear (Smoler, 1983; Lax, 1971) o qual sera
resolvido admitindo solugdes continuas e solu¢des descontinuas.

Sera admitido que o dominio espacial seja infinito e, portanto, nao ha condi¢des de contorno.
Uma condic¢ao inicial, com descontinuidade na origem, garante que a solu¢ao dependa apenas da razao
x/t.

A solugdo sera construida a partir da conexao dos estados a esquerda e a direita a um estado

intermediario.

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Vamos considerar agora uma situagdo particular para a qual se consegue uma solugdo exata em
forma fechada para o problema.

O problema em foco consiste num meio poroso infinito inicialmente com as quantidades v , u
e o (aqui teremos apenas 1 contaminante) assumindo um valor constante para —o < x <0 e um outro

valor constante para 0 < x <.

Figura 1. Meio poroso infinito com condiggo inicial descontinua para y, u e @ . Para o instante inicial temos

v=y,,u=u e ®=w, para —o<x<0.Para 0<x<ootemos ¥ =y, ,u=u, ¢ ®=0w,.

V=Y V=Yg
—0D & u:uL MZMR SN

Fonte: O proprio autor
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Considerando que a pressdo p e a saturagdo Y sejam tais que (Williams, 1978) em algum

sistema de unidades:

p=p(y)=y’ a7

podemos reescrever o sistema de equagdes como:

5 7% 5 7% 0 1 0
P wu +A8_ wu|=0, A=|2w—-u" 2u 0 (18)
1) o ~ouly wly u

A solucdo deste problema, considerando as condigdes iniciais ilustradas na figura 1, dependera

apenas da variavel = x/t. As figuras 2, 3, 4 ¢ 5 ilustram alguns resultados.

A figura 2 apresenta resultados obtidos para a condi¢ao inicial v, =0.25, v, =0.7, u, =0.0

,u, =00, v, =02, w, =0.2.

Figura 2 — A solugdo do problema (18) considerando w, =0.25, y, =0.7, u, =0.0, u, =00, 0, =02, @, =0.2,

para 3 instantes de tempo além da condi¢do inicial.

concentracao
saturacdo velocidade def
contaminante
1.0 1of LoT
W u @
t=0.00 os I 0.0 0.5
0.0} , 1.0t . 0.0} .
00 x 0.0 Xx 0.0 Xx
101 Lof LoT
W u ®
=025 os f 0.0 05
0.0F , -1.0V 0.0 .
00 x 00 Xx 0.0 Xx
1.0 10T 1O
V74 u ®
r=0.50 os J_/ 0.0 0.5 4}_\_/
0.0 , -lof 0.0 .
00 x 00 Xx 0.0 x
1.0 Lof LoT
W u 0]
t=0.75 osf 0.0 03 L
00} , .1.0——\ 0.0t .
00 Xx 00 X 0.0 Xx

Fonte: O proprio autor

l.-"'} REVISTA REGEO, Sao José dos Pinhais, v.17, n.3, p.1-14



ReGeo

Interessante notar nesta figura 2 que, inicialmente, temos velocidade nula em toda parte e
concentragcdo de contaminante constante. A alteragdo nos perfis de velocidades e de concentragdes

ocorre unica e exclusivamente devido a diferenca de saturagdo no instante inicial.

Figura 3 — A solug@o do problema (18) considerando w, =0.5, v, =0.5, u, =0.5, u, =-0.5, w, =02, v, =0.2,
para 3 instantes de tempo além da condi¢do inicial.
CONCENntracao

de

contaminante

velocidade

Fonte: O proprio autor

Interessante notar nesta figura 3 que, inicialmente, temos saturagdo constante e concentracao
de contaminante constante. A velocidade ¢ negativa no lado direito e positiva no lado esquerdo, no
instante inicial. A alterac¢do nos perfis de saturagdes e de concentragdes ocorre Unica e exclusivamente

devido a diferenca de velocidades no instante inicial.
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Figura 4 — A solugdo do problema (18) considerando v, =0.5, v, =0.5, u, =-0.5, u, =0.5, v, =02, @, =0.2,
para 3 instantes de tempo além da condi¢do inicial.
concentracao

de

contaminante

saturacdo velocidade

Fonte: O proprio autor

A diferenca basica entre esta figura 4 e a figura 3 € a inversdo de sinal das velocidades. Aqui a
velocidade ¢ positiva do lado direito e negativa do lado esquerdo. A alteracdo nos perfis de saturagdes

e de concentragdes ocorre Unica e exclusivamente devido a diferenc¢a de velocidades no instante inicial.
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Figura 5 — A solugdo do problema (18) considerando ¢, =0.6, ¢, =03, u, =0.0, u, =0.0, o, =0.0, @, =0.5 para 3
instantes de tempo além da condi¢ao inicial.
concentracao

de

contaminante

saturacdo velocidade

Fonte: O proprio autor

Nesta figura 5 temos, inicialmente, saturagdo com descontinuidade e velocidade nula. O
contaminante tem concentragdo nula a esquerda. Nota-se um pico de concentrag¢do logo apds o instante

inicial. A concentragdo, que inicialmente ndo passava de 0.5, chega até 0.8.

5 CONCLUSAO
Este trabalho ilustra 0 movimento advectivo de um contaminante através de um meio poroso
insaturado. Fica bastante clara a influéncia da saturacdo e da velocidade iniciais sobre o

comportamento da concentracdo do contaminante.
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Esses resultados significam um passo importante para a previsdo de desastres ambientais
associados a contamina¢do de solos. Alguns acidentes envolvendo o derramamento de substancias
toxicas junto a lavouras podem ser simulados a partir dos modelos empregados aqui.

Ferramentas anéalogas, com algumas alteracdes funcionais, podem ser empregadas para estudar
a propagacao de elementos contaminantes no ar, particularmente quando oriundos de eventos muito
rapidos como, por exemplo, aqueles oriundos de grandes explosdes.

O tema esta longe de ser encerrado ou concluido aqui. Problemas com condi¢des de contorno
(tanto na saturacao quanto na velocidade e na concentragdo) nao foram tratados. Problemas com varios

contaminantes e com reagdes quimicas também.
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